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应用数学专业概率论实验课程的教学设计与思考

樊亚莉
（上海理工大学 理学院，上海２０００９３）

摘要：概率论是应用数学专业的一门专业基础课程，在培养学生理论联系实际和创新创造能力等

方面，具有非常重要的作用。目前概率论的教学，普遍存在重理论轻应用的现象，这就使得学生

对概率论中众多思想方法，如大数定律、中心极限定理等，缺乏深刻理解，也难以运用到实际问

题中。在培养应用型和创新型数学专业人才的指导思想下，通过４个系列８个课时的实验课程设
计，阐述了如何将概率论课程和实际应用问题结合起来，促进学生自主学习，培养学生的分析问

题解决问题能力和创新能力。

关键词：概率论；实验课程；Ｒ软件
中图分类号：Ｇ６４０．２　　　文献标志码：Ａ　　　文章编号：１００９－８９５Ｘ（２０１８）０４－０３８３－０４
ＤＯＩ：１０．１３２５６／ｊ．ｃｎｋｉ．ｊｕｓｓｔ．ｓｓｅ．２０１８．０４．０１５

ＡＲｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔＣｏｕｒｓｅｏｆＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙＴｈｅｏｒｙａｎｄ
ｉｔｓＴｅａｃｈｉｎｇＤｅｓｉｇｎｆｏｒＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＭａｊｏｒｓ

ＦａｎＹａｌｉ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｈａｎｇｈａｉｆｏｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ２０００９３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙｉｓａｂａｓｉｃｃｏｕｒｓｅｆｏｒＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｍａｊｏｒｓ，ａｎｄｉｔｐｌａｙｓａｖｅｒｙ
ｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｏｌｅｉｎｃｕｌｔｉｖａｔｉｎｇｓｔｕｄｅｎｔｓ’ａｂｉｌｉｔｙｏｆｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅｏｒｙｗｉｔｈｐｒｏｂｌｅｍ ｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄ
ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ．Ａｔｐｒｅｓｅｎｔ，ｔｈｅｔｅａｃｈｉｎｇｏｆｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙｅｍｐｈａｓｉｚｅｓｔｈｅｏｒｙｍｏｒｅｔｈａｎｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，
ｗｈｉｃｈｒｅｓｕｌｔｓｉｎｓｔｕｄｅｎｔｓ’ｉｎａｂｉｌｉｔｙｔｏｆｕｌｌｙｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙ，ｓｕｃｈａｓｔｈｅｌａｗｏｆｌａｒｇｅ
ｎｕｍｂｅｒｓ，ｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｌｉｍｉｔｔｈｅｏｒｅｍ ａｎｄｓｏｏｎ，ａｎｄｉｔｉｓａｌｓｏｄｉｆｆｉｃｕｌｔｆｏｒｓｔｕｄｅｎｔｓｔｏｓｏｌｖｅｒｅａｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｔｈｅｓｅｔｈｅｏｒｉｅｓ．Ｔｈｕｓａｎｅｗｔｅａｃｈｉｎｇｄｅｓｉｇｎｉｓｃｒｅａｔｅｄｕｎｄｅｒｔｈｅｉｄｅｏｌｏｇｙｔｏｃｕｌｔｉｖａｔｅ
ｑｕａｌｉｆｉｅｄｉｎｎｏｖａｔｉｖｅｐｒｏｆｅｓｓｉｏｎａｌｔａｌｅｎｔｓ．Ｔｈｅｄｅｓｉｇｎｉｎｃｌｕｄｅｓ４ ｓｅｒｉｅｓ，８ ｃｌａｓｓｅｓ，ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ
ｅｘｐｏｕｎｄｉｎｇｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙｗｉｔｈｐｒａｃｔｉｃａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｔｈａｔｉｔｃａｎｐｒｏｍｏｔｅｔｓｔｕｄｅｎｔｓ’
ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ，ａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｉｒａｂｉｌｉｔｙｔｏｓｏｌｖｅｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙ；ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｃｏｕｒｓｅ；Ｒｓｏｆｔｗａｒｅ

　　随着我国经济的快速发展，对应用数学专业的
人才需求和要求亦有显著提升。越来越多的实际工

作岗位不仅要求应用数学专业的人才具有较强的逻

辑思维和抽象思维能力，更需要具有较强的创新能

力和综合应用能力。概率论作为应用数学专业的核

心课程之一，是专门研究客观世界中随机现象的数

学分支课程，其突出特点是既有严密的数学基础，

又广泛应用于自然社会人文等众多领域，与众多学
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科具有密切联系。因此概率论课程在培养学生理论

联系实际和创新创造能力等方面，起着非常重要的

作用。

但是，笔者在多年的本科教学过程中感到，目

前应用数学专业的教学，普遍存在偏理论轻应用的

现象，学生往往分析解决实际问题能力不高，创新

创造意识不强。这使得我们培养的应用数学专业人

才很难满足当前经济市场的需求。造成这种现象的

原因涉及到教学方法、教学观念和成绩评价体系等

多方面因素。就概率论课程而言，传统的教学方法

往往偏重理论推理、公式运用以及计算解题等方

面，而忽视对概率论在实际问题的应用方面的介绍

和训练，这就使得学生对概率论中众多思想方法，

如大数定律、中心极限定理等，缺乏深刻理解，也

难以运用到实际问题中。同时，偏重理论的教学方

法也容易使学生失去对概率论的学习兴趣。笔者的

这些发现与参考文献 ［２－４］中的观点基本一致。
概率论课程紧密联系实践的特点决定了在教学

过程中开设实验课的可行性，受到参考文献 ［５］
和 ［６］中递进式教学方法的启发，本文希望通过
对概率轮课程中实验课的设计，来辅助理论教学，

将教学过程中难以理解的内容转化为直观的、易于

理解的内容。学生通过简单易学的数学软件，自己

设置参数并完成实验，从而深刻领会概率论的基本

思想，逐步提高实践能力。

一、实验课程教学设计

　　 （一）实验课程教学目的

熟练掌握几种常见离散型和连续型分布的相关

函数命令，包括对应分布的随机数产生、分布函

数、密度函数、分位数函数等命令；熟练掌握常用

的特征数字的函数命令，例如均值、方差、中位

数、协方差、相关系数、变异系数、峰度系数、偏

度系数等；掌握常见的作图方法，包括绘制分布函

数、密度函数、直方图等；能编写简单的程序来验

证大数定律和中心极限定理；能设计简单的蒙特卡

洛试验，来估计感兴趣的数值。

　　 （二）软件介绍

由于实验课程中的案例的实现需要数学软件的

辅助才能完成，因此在实验课程实现之前，需要学

生熟悉一个合适的软件。目前数学和统计软件很

多，比如功能强大的综合性软件 ＭＡＴＬＡＢ，统计

学专业软件 ＳＰＳＳ、ＳＡＳ等。对于专业性较强的软
件，往往需要专门的课程来学习。对于概率论这门

独立课程，显然没有太多的课时用于软件学习，因

此作为教学辅助，一款简单易学且容易配置的软件

才能满足要求。Ｒ软件正是这样一款符合要求的软
件。首先，Ｒ软件是一个开源项目，在很多操作系
统上都可以免费安装；其次，Ｒ软件功能强大，基
本安装就涵盖了数以百计的概率统计函数和图形函

数；最后，Ｒ的最大优点在于可读性强，简单易
学，学生往往只需要１课时就可以掌握 Ｒ的基本
操作。基于上述原因，本文接下来的案例设计都是

基于Ｒ软件进行的。

　　 （三）实验课教学内容

以５６课时的应用数学专业的概率论课程为例，
设计了８课时的实验课程。

　　１．重要的概率分布

计划用３课时使学生深刻理解重要分布的分布
特点，参数含义以及密度函数的图形特征。重要的

概率分布有：二项分布Ｂ（ｎ，ｐ）、泊松分布Ｐ（λ）、
几何分布Ｇ（ｐ）、均匀分布 Ｕ（ａ，ｂ）、指数分布
Ｅｘｐ（λ）、正态分布Ｎ（μ，σ２）等。

实验Ⅰ内容如下：
（１）给定参数，绘制上述６种常见概率分布

的密度函数和分布函数图，理解参数的大小变化对

分布的影响；

（２）给定参数，计算常见概率分布的中位数，
并与对应的数学期望进行比较；

（３）给定参数，考察运用泊松定理和中心极限
定理对于二项分布下概率计算的近似程度。例如设

随机变量Ｘ服从二项分布Ｂ（１０００，０．００６），则计
算概率随机变量 Ｘ取值不超过８的概率的精确值，
并利用泊松定理和中心极限定理分别计算其近似

值，并加以比较。

实验Ⅰ的设计意图如下：
（１）希望学生通过实验理解常见分布的特点。

比如通过更改参数 λ的大小，可以发现，随着参
数λ的增加，泊松分布的密度函数峰值向右偏移，
而且泊松分布总是在参数 λ附近取得较大概率值，
而在距离 λ较远处，概率值迅速向零衰减。又如
对于正态分布，当参数μ固定时，改变 σ的大小，
分布的密度函数的陡峭程度发生改变，σ越小，分
布越陡峭，而当参数 σ固定时，改变 μ的大小，

４８３
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分布的密度函数会左右平移，这样可以帮助学生理

解μ为位置参数，而 σ是形状参数。以正态分布
Ｎ（０，１）为例，绘制密度函数和分布函数图在 Ｒ
中可以用命令

ｘ＜－ｐｒｅｔｔｙ（ｃ（－３，３），５０）；ｙ＜－ｄｎｏｒｍ（ｘ，ｍｅａｎ＝０，
ｓｄ＝１）；
　　ｚ＜－ｐｎｏｒｍ（ｘ，ｍｅａｎ＝０，ｓｄ＝１）
　　ｐｌｏｔ（ｘ，ｙ，ｔｙｐｅ＝″ｌ″，ｘｌａｂ＝″ｘ″，ｙｌａｂ＝″ｆ（ｘ）″）
　　ｐｌｏｔ（ｘ，ｙ，ｔｙｐｅ＝″ｌ″，ｘｌａｂ＝″ｘ″，ｙｌａｂ＝″Ｆ（ｘ）″）
这里，用ｆ（ｘ）表示密度函数，用 Ｆ（ｘ）表示分
布函数。

（２）希望学生理解各种常见分布与正态分布
比较时的偏度。由于当分布右偏时，中位数小于分

布的期望值，当分布左偏时，中位数大于分布的期

望值，因此通过比较中位数和期望，可以理解该分

布的偏度。以指数分布Ｅｘｐ（０．２）为例，通过命令
ｑｅｘｐ（０．５，０．２）可以算出指数分布Ｅｘｐ（０．２）的
中位数为３．４６５７３６，而期望值为５，因此推出指
数分布的分布形状是右偏的。

（３）希望学生理解并运用泊松定理和中心极
限定理求二项分布概率的近似值。在上述例子中，

可以用命令 ｐｂｉｎｏｍ（８，１０００，０．００６）算出概率
Ｐ｛Ｘ≤８｝的精确值为０．８４７８５９７，用命令 ｐｐｏｉｓ
（８，６）和ｐｎｏｒｍ（８，６，ｓｑｒｔ（６×０．９９４））可分
别算出泊松近似值为０．８４７２３７５，正态近似值为
０．７９３５９４６，可见泊松近似较好。

　　２．蒲丰投针问题

用１课时完成蒲丰投针的模拟实验，要求学生
根据课本上讲过的蒲丰投针问题设计一个蒙特卡洛

实验，并在具体参数值下估算圆周率π的值。
实验Ⅱ内容如下：
假设平面上有间隔为ｄ的等距平行线，向平面

随机投掷一根长度为ｌ的针 （ｌ＜ｄ），则可以根据几
何概率算出针与平行线相交的概率，如果用频率估计

概率，那么可以得到π的近似值为 （２ｌ）／（ｄｆ）。
该实验可以在Ｒ中用以下命令来实现
Ａ＝ＮＵＬＬ；ｎ＝１００００；ｄ＝１；ｌ＝０．８；

　　ｆｏｒ（ｉｉｎ１∶２００）｛ｘ＝ｒｕｎｉｆ（ｎ，０，ｄ／２）；
　　ｙ＝ｒｕｎｉｆ（ｎ，０，ｐｉ）；
　　Ｆ＝（ｘ＜＝（ｌ／２）×（ｓｉｎｙ））；Ｆ＝ａｓ．ｎｕｍｅｒｉｃ（Ｆ）；
　　Ａ［ｉ］ ＝ｍｅａｎ（Ｆ）；ｍｅａｎ（Ａ）｝
　　２×ｌ／ｍｅａｎ（Ａ）
这里，设定平行线距离为１，针长为０．８，重复２００

次，用上述命令可以求得π的近似值为３．１４１８１６，
学生也可以采用其他参数设置。

该实验的设计意图是希望学生深刻理解几何概

率的原理方法，并理解蒙特卡洛实验的作用，为后

续的数学建模和本科毕业设计打下良好基础。

　　３．大数定律

用３课时完成实验Ⅲ。该实验的设计主要参考
文献 ［１］，目的是希望学生深刻理解大数定律的
含义，同时通过概率实验来求出一些复杂积分的近

似值。

实验Ⅲ内容如下：
在伯努力大数定律和辛钦大数定律的理论支持

下，设计蒙特卡洛实验，来计算一些复杂积分的近

似值，例如∫
１

０
ｓｉｎｘ·ｃｏｓｘ·ｅ－

ｘ
２ｄｘ，下文记为积分Ⅰ。

实验Ⅲ的设计思路如下：
一般情况下，要求函数ｆ（ｘ）在区间 ［０，１］

上的定积分，如果该函数的取值介于０和１之间，
则可以把该积分值看成一个概率值。事实上，设二

维随机变量 （Ｘ，Ｙ）服从矩形 ｛０≤ｘ≤１，０≤ｙ≤
１｝上的均匀分布，则可求得边际分布分别为区间
［０，１］上的均匀分布，则函数 ｆ（ｘ）在区间
［０，１］上的定积分等价于随机变量 Ｙ的取值不超
过ｆ（Ｘ）的概率，因此可以用频率来估计这个概率
值。根据伯努力大数定律，随着做实验的总数ｎ趋
于无穷大，频率可以依概率收敛到概率。对于一般

的复杂积分，如函数ｇ（ｘ）在区间 ［ａ，ｂ］上的
定积分，可以做一个变换，把它变为上述第一类积

分。另外，也可以从另一个概率论角度来看待，由

于假设 Ｘ服从 ［０，１］上的均匀分布，可以把函
数ｆ（ｘ）在区间 ［０，１］上的定积分看作函数
ｆ（ｘ）的数学期望，然后可以根据辛钦大数定律，
用平均值估计期望值的方法来求改积分的近似值。

同样对于一般的积分，可以通过变量变换变为上述

第一类积分。

以积分Ⅰ为例，可以通过以下命令来求该积分
的近似值

Ａ＝ＮＵＬＬ；ｎ＝１００００；
　　ｆｏｒ（ｉｉｎ１∶２００）｛ｘ＝ｒｕｎｉｆ（ｎ，０，１）；ｙ＝ｒｕｎｉｆ（ｎ，０，１）；
　　Ｆ＝（ｙ＜＝ｓｉｎｘ×ｃｏｓｘ×ｅｘｐ（－（ｘ^２）／２））；
　　Ｆ＝ａｓ．ｎｕｍｅｒｉｃ（Ｆ）；
　　Ａ［ｉ］＝ｍｅａｎ（Ｆ）｝；ｍｅａｎ（Ａ）
这个程序运行之后，得到积分Ⅰ约等于０．２８８１１８５。该

５８３
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实验也可以使用以下程序

Ａ＝ＮＵＬＬ；ｎ＝１００００；
　　ｆｏｒ（ｉｉｎ１∶２００）｛ｘ＝ｒｕｎｉｆ（１，０，１）；Ａ［ｉ］＝ｓｉｎｘ×
ｃｏｓｘ×ｅｘｐ（－（ｘ^２）／２）｝
　　ｍｅａｎ（Ａ）

上述程序运行一次之后可以得到积分Ⅰ约等于
０．２８０４８２３，两种模拟给出的近似值接近，因此可
以推断积分积分Ⅰ的值介于０．２８到０．２９之间。

　　４．中心极限定理

用１课时完成下列实验Ⅳ。该实验的设计目的
是希望学生通过蒙特卡洛实验来验证并深刻理解中

心极限定理。

实验Ⅳ内容如下：
设随机变量序列 Ｘ１，Ｘ２…，独立同分布，都

服从 ［０，１］上的均匀分布，试在 ｎ＝１０００的情

况下，验证独立随机变量之和∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ的标准化变量

近似服从标准正态分布。请重复产生 ２００个 Ｙｎ，
并画出这２００个值的直方图。

实验Ⅳ中的参数可以改变，比如可以把随机变
量序列的共同分布改为参数为０．３的指数分布，同
时修改相应的 Ｙｎ的表达式即可。中心极限定理所
描述的结论正是，无论随机变量序列服从什么分

布，只要满足独立同分布，那么随着 ｎ趋于无穷
大，独立和的标准化变量都趋于标准正态分布。对

于上述实验，可以通过以下程序实现。

Ａ＝ＮＵＬＬ；ｎ＝１００００；
　　ｆｏｒ（ｉｉｎ１∶２０００）｛ｘ＝ｒｕｎｉｆ（ｎ，０，１）；ｙ＝（ｓｕｍ（ｘ）－
ｎ×０．５）／ｓｑｒｔ（ｎ／１２）；Ａ［ｉ］＝ｙ｝
　　ｈｉｓｔ（Ａ）

运行该程序一次，可以得到以下直方图，如

图１所示。
　　可以看到，模拟出来的 Ｙｎ近似服从标准正态
分布。

这里需要说明的是，上述实验Ⅱ、实验Ⅲ、实
验Ⅳ的结果都依赖于所产生的随机数，如果没有固
定随机种子，那么每次运行相同的实验产生的随机

数虽然分布相同，但具体数值不尽相同，因此每一

位同学所得到的结果不完全相同。学生正是在这种

对随机性和规律性的不断观察中可以深刻理解概率

论中有关随机性的基本概念。

图１　实验Ⅳ产生的直方图示例
Ｆｉｇ．１　ＳａｍｐｌｅｈｉｓｔｏｇｒａｍｉｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔⅣ

二、结束语

针对应用数学专业本科生，采用紧密联系实际

的问题设计了８课时的概率论实验课程。实验课和
理论课相辅相成，互相促进。学生通过对实验课的

学习，能引起对理论学习的兴趣，加深对理论学习

的理解，增强学生学习的信心，同时理论学习也对

学生实验课程具有指导意义。在理论教学中增设实

验课的教学方式是实现学生自主学习的有效途径，

能够促进学生养成对问题进行深入研究和思考的良

好习惯。在应用型本科教学要求和大数据时代背景

下，概率论实验课作为概率论理论知识和实际问题

应用的桥梁，对培养学生的创新意识和创造精神起

到十分积极的作用。
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